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 (M/M/1ش )ـــــــخ انطٕاثٛــــٛظ الاداء لأَظًــبٚــــيم فٙش ـــك انزمذٚــــش طشائــرأثٛ

 و. د. ُْبء عؼذ يسًذ                                                                                                                  أ.د. زبيذ عؼذ انشًشرٙ 

 خبيؼخ انكٕفخ                                                                                                                          اندبيؼخ انًغزُصشٚخ     

 

 الممخص
أحد التكزيعات الاحتمالية ذات الصمة بنظرية الطكابير )تكزيع بكاسكف ،التكزيع نستعرض في ىذا البحث 

( ،اما Maximum Likelihood ,Whiteالآسي ( كطرائؽ التقدير لمعمماتيا كىي طرائؽ التقدير التقميدية )
 الجانب الاساسي في ىذا االبحث ىك الجانب التجريبي اذ كاف الجانب التجريبي يتضمف تكظيؼ اسمكب

( في تكليد بيانات تتكزع التكزيع الاسي ، كمف ثـ ايجاد Monte Carloالمحاكاة بطريقة مكنت كارلك )
مقدرات معممة القياس ليا كتحديد افضمية ىذه المقدرات التي تخص تكزيع ازمنة الخدمة في انظمة الطكابير 

(M/M/1باستخداـ احد المقاييس احصائية كىي مقياس متكسط مربعات الخط  )( أMSE مف اجؿ بياف )
افضمية ىذه المقدرات كذلؾ بالنسبة لطريقتي التقدير كلحجكـ العينات كبعدة قيـ افتراضية لمعممة القياس ، 

الى انو يكجد تأثير  اف(كقد تكصؿ الباحثM/M/1ايجاد مقدرات لمقاييس الاداء بالنسبة لنظاـ الطكابير ) مف ثـ
 مقاييس الاداء. اذ( ىي الافضؿ مف Whiteانت طريقة )مقاييس الاداء اذ ك فيلطرائؽ التقدير 

 المقدمة 
( كىذه الظاىرة شائعة Waiting Linesاف نظرية الطكابير ىي دراسة رياضية لما يسمى بخطكط الانتظار )

في حياتنا اليكمية كفي المجالات التي يحدث فييا الانتظار كنظرا لصعكبة التنبؤ بعدد الزبائف الكاصميف ككذلؾ 
مقاييس الاداء ضركرية قبؿ  فيكقت الذم يستغرقو الزبكف في مركز الخدمة ليذا تككف عممية الحصكؿ ال

تنفيذ منظكمة الطكابير ،كمف ىذا المنطمؽ يتكجو اىتمامنا الى تناكؿ نظرية الطكابير ككذلؾ معرفة تأثير 
( اف M/M/1اذج )الانظمة( مثؿ )ىذه النمذجة كما تكفره مف مؤشرات خاصة بالنم فيطرائؽ التقدير التقميدية 

ىذا النمكذج بالنمكذج البسيط كيككف تكزيع اعداد الكاصميف ىك تكزيع بكاسكف كتكزيع زمف الخدمة ىك 
التكزيع الاسي  كلأجؿ بمكغ ىدؼ البحث قسـ الى قسميف الأكؿ: )الجانب النظرم( تناكؿ نظرية الطكابير 

ي حكؿ التكزيعات الاحتمالية التي تنمذج بيانات اعداد الكاصميف كخصائصيا كاىـ النماذج فييا  كالمبحث الثان
 كأزمنة الخدمة في انظمة الخدمة ككذلؾ طرائؽ التقدير لتقدير معمماتيا.

اما القسـ الثاني: ) الجانب التجريبي( فقد اشتمؿ التعريؼ بالمحاكاة كنتائج المحاكاة كتحميؿ النتائج ، كأخيرا  
 تكصمت الييا الباحثة.النتائج كالتكصيات التي 

 الاستعراض المرجعي كالدراسات السابقة 
ىناؾ العديد مف الدراسات كالبحكث التي تناكلت نماذج تقديـ الخدمة ، كالنماذج الخاصٌة بيا كاستخداـ طرائؽ 

المقدر الأفضؿ لمعممات التكزيعات الاحتمالية الخاصٌة بعمميٌات  فيالتقدير الإحصائي لغرض الحصكؿ 
 ؿ كالخدمة، نذكر منيا في أدناه: الكصك

( قاـ الباحث )عكٌاد كاظـ( بدراسة نظاـ تنفيذ الاتصالات التمكسية باستخداـ نظرية 1982في عاـ ) -1
 الطكابير 

مستشفى الأطفاؿ في  في( قػـ الباحث )داكد سمماف الدليمي( بتطبيؽ نظرية الطكابير 1986في عاـ ) -2
( مف خلبؿ دمج M/M/I( كاستبدالو بالنظاـ )M/M/Cمدينة الصدر، إذ قاـ بكصؼ النظاـ المعمكؿ بو )

 الطكابير بطابكر كاحد 
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مكانية 1999في عاـ )-3  ( قامت الباحثة )فيفاف ايميا يكحنا( بدراسة تطبيقية حكؿ نظرية الطكابير كا 
 (. M/M/Cدارية مف خلبؿ نمكذج )تطبيقيا في نظاـ طبع المراسلبت الإ

( بدراسة مقارنة بيف مقدرات الإمكاف الأعظـ كالعزكـ لتقدير Al-Fawzan( قاـ الباحث )2000في عاـ )-4
معممتي الشكؿ كالقياس لتكزيع كيبؿ، كقد تكصٌؿ الباحث إلى أف طريقة العزكـ ىي الأفضؿ كلجميع حجكـ 

 العيٌنات. 
( قاـ الباحث )عمر محمد ناصر( بدراسة استخداـ نظرية الطكابير في نظاـ مراكز الجباية 2001في عاـ)-5

 لمنقد لمشركة العامٌة لتكزيع كيرباء بغداد. 
( قاـ الباحث )مشتاؽ القيسي( بدراسة استخداـ نظرية الطكابير المتقدمة في تحميؿ 2002في عاـ )-6

يجاد الحمكؿ المناسبة  كتحسيف أداء بعض مراكز الصيانة الرئيسة في الشركة العامٌة لتكزيع كيرباء بغداد كا 
 ليذه المراكز. 

( قاـ الباحثاف )حساـ البيٌاتي كىاني الحديثي( بدراسة استخداـ طريقة بيز في تقدير 2003في عاـ )-7
 معممات كدالٌة المعكٌلية لمتكزيع الأسٌي مع تطبيؽ عممي. 

 M/M/mك M/M/I( بدراسة أنظمة الطكابير M. Veeraraghvanاحث )( قاـ الب2004في عاـ )-8
 بسمسمة مارككؼ.  M/M/Iكعلبقة النمكذج 

كفي العاـ نفسو قاـ الباحثاف )رجب عبد الله حككمة كمنصكر رمضػاف أسبيقة( بتطبيؽ نظرية الطكابير في 
السفف التجارية )صغيرة،  قاما بحساب كقت الانتظار كالخدمة لثلبثة أنكاع مف اذمركز خدمات بحرم، 

 . أم بتقديـ مركز خدمة أحادم. M/M/Iمتكسطة كبيرة( كمف خلبؿ نمكذج الطكابير 
( قاـ الباحث )زكريا محمد ديب( بدراسة حركة النقؿ في مطار دمشؽ الدكلي مف خلبؿ 2006في عاـ )-9

في دراسة حركة المسافريف ككذلؾ  استخداـ نظرية الطكابير البسيطة لدراسة حركة الطائرات كاستخداـ المحاكاة
 استخداـ المصفكفة المارككفية في دراسة مركز صيانة الطائرات. 

( قاـ الباحث )عمٌار شياب أحمد( بتطبيؽ نظرية الطكابير في المستشفى التعميمي 2007في العاـ )-10
الأمثؿ الذم يقمؿ مف  قسـ جراحة الكجو كالفكيف بيدؼ تحديد النمكذج فيجامعة بغداد –لكمية طب الأسناف 

 الزمف الحاصؿ في ىذا العاـ. 
( قاـ الباحثاف )ميدم العلٌبؽ كتياني الياسرم( بدراسة مقارنة لمقدرات المربعات 2008في عاـ )-11

 الصغرل مع مقدرات بيز لتقدير دالٌة المعكٌلية التقريبية لتكزيع كيبؿ. 
نظرية الطكابير في إيجاد أمثمية لعمؿ أنظمة  ( باستخداـAlison Corringtoكفي العاـ نفسو أيضان )

 عمؿ ىذه الأنظمة ككفاءتيا.  فيالسيطرة الشبكية اللبسمكية كلتقميؿ التأخير الذم يؤثٌر 
 الجانب النظرم

 نظرية الطكابير)صفكؼ الانتظار(
( ىي فرع مف فركع الرياضيات التطبيقية التي تستخدـ مفاىيـ Queuing Theoryكتعد نظرية الطكابير )

 العمميٌات التصادفية مف الطكابير ىي: فيفي حقؿ العمميات التصادفية. كمف الأمثمة 
( زبائف يصمكف الى نظاـ الخدمة الى شكؿ عشكائي كيمتحقكف بطكابير الخدمة كيغادركف النظاـ بعد انتياء 1

بعد إكمالو الخدمة. كالعمميٌة  kائف في النظاـ عند زمف مغادرة الزبكف ىي عدد زب Nkالخدمة، لتكف 
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},2,1,{...العشكائية  kNk  ىي عمميٌة ذات فضاء حالة كمعممة متقطعة, كفضاء الحالة ىك
...},2,1,0{Iكمجمكعة التأشير ،...},2,1{T. 

}),({عندئذ  tعدد الزبائف في النظاـ عند الزمف  tX)(( لتكف2 TttX   ىي عمميٌة عشكائية بفضاء
، أمٌا فضاء المعممة ىك I}2,1,0,{...معممة مستمر كفضاء حالة متقطعة،  إذ أنيا 

}0,{  ttT. 
في الانتظار في الطابكر قبؿ البدء بخدمتو، عندئذ  Kالزمف الذم استغرقو الزبكف  WK( لتكف 3

},{ TKWK   ىي عمميٌة عشكائية بفضاء حالة مستمر كفضاء معممة متقطع, أم أف فضاء الحالة ىك
}0;{  xXI  2,1,{...كفضاء المعممة ىك{T. 

لكؿ الزبائف، عندئذ العمميٌة العشكائية  tتمثؿ الخدمة المطمكبة المتجمعة حتى الزمف  tY)(( لتكف 4
}0;)({ ttY ىي عممية بفضاء حالة كمعممة مستمر، أم أف فضاء الحالة ىك ),0 I ،

كفضاء المعممة ىك   ttT 0, . 
 (Poisson Processعمميٌة بكاسكف )

 Simeon –Denisكىي عمميٌة اكتشفت مف قبؿ عالـ الرياضيات الفرنسي سيمكف دينيس بكاسكف )
Poisson 1781-1840كىي عمميٌة كلادة نقية ) 

(Pure Birth Process)(5). 
 اذا حققت الشركط:  تككف عمميٌة بكاسكف بمعدؿ  N(t)اف عمميٌة العد 

 .Independent Incrementsالعمميٌة ليا زيادات مستقمة  (1)
 . Stationary Incrementsالعمميٌة ليا زيادات ثابتة  (2)

(3)   
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 يمثؿ العدد المتكقع مف الزبائف الذيف يصمكف في كحدة زمنية. أف المعدؿ  اذ
( ىك تكزيع احتمالي متقطع كىك يظير الاحتماؿPoisson Distributionإف التكزيػع البكاسكني )

),( nP أف  اذn زمنية ثابتة، إذا ىذه الحكادث تحدث بنسبة معدؿ  مدةىي عدد الحكادث التي تحدث في 
 كىي مستقمة عف الزمف منذ الحادثة الأخيرة، كالتكزيع يعطي بالعلبقة: 
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كزمف  ( مكصكؼ بالتكزيع الأسي بالمعممة Interarrival Timeكبافتراض أف زمف الكصكؿ البيني )
، فإفٌ السمكؾ الانتقالي لنظاـ الطكابير ىك µ( مكصكؼ بالتكزيع الأسي بالمعممة Service Timeالخدمة )

 كاضح مف خلبؿ:
)()()()()( 11

/ tPtPtPtP nnnn     
/)(اف  اذ tPn  ىك المشتقة لػ)(tPn الاحتماؿ بأف يككف النظاـ في الحالة  اذn  عند الزمفt . 

 ((Memoryless Propertyخاصية فقداف الذاكرة )الخاصية المارككفية (
(Markovian Property ) 
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يقاؿ عف متغير عشكائي انو عديـ الذاكرة أك لو الخاصية المارككفية مف الدرجة الأكلى إذا كاف الزمف حتى 
كـ مف الكقت مر منذ الحادث الأخير. كبشكؿ رياضي: يككف متغير عشكائي عديـ  فيالحادث القادـ لا يعتمد 

 الذاكرة أك الخاصية المارككفية مف الدرجة الأكلى إذا تحقؽ: 
    0,allfor  tssXptXtsXP  

أزمنة الكصكؿ البيني ليا خاصية فقداف الذاكرة، أك ليا الخاصية المارككفية مف الدرجة الأكلى، إذا كانت 
 عمميٌة الكصكؿ ىي عمميٌة بكاسكف. 

 خصائص نظرية الطكابير 
ذا كانت إف العمؿ الأساسي لأغمب أنظمة الطكابير يضمف كصكؿ الزبائف الى نظاـ الطابكر لاستلبـ  الخدمة، كا 

قنكات الخدمة مشغكلة فإفٌ الزبائف ينضمكف الى خطكط الانتظار، أك بمعنى آخر فأنٌو ينتظر في الطابكر، 
كمف ثـ يتـ تقديـ الخدمة ليـ كفقان لأسمكب معيٌف يضعو نظاـ الخدمة كمف ثـ يغادركف النظاـ. لذلؾ فإفٌ 

  (6):خصائص نظرية الطكابير مكصكفة مف خلبؿ ما يأتي
 (The Arrival Processعمميٌة الكصكؿ ) -1

 Finiteكىنا يتـ كصؼ طريقة كصكؿ الزبائف )الكحدات( الى الطابكر, فقد تأتي مف مصدر محدكد )
Source في( أك يحتكم ( عدد منتيي مف الكحدات أك تأتي مف مصػدر لا نيائيInfinite Source كقد . )

( أك حجـ عشكائي Fixed( ثابتة )Batchesمكعات )تأتي ىذه الكحدات فرادل، أك في شكؿ مج
(Random Size كما أف الفترات الزمنية التي تفصؿ بيف كصكؿ الكحدات كىك ما يسمى بأكقات الكصكؿ ،)

  (6)( قد تككف ثابتة أك متغيرة كليا تكزيع احتمالي.Interarrival Timesالبيني)
عمميٌة الكصكؿ ىك التكزيع الاحتمالي المتقطع تكزيع كمف أكثر التكزيعات الاحتمالية شيكعان التي تصؼ 

( كذلؾ لملبئمتو، ككف أف الزبائف يصمكف مف عدد كبير لمصادر Poisson Distributionبكاسكف )
أف الأكقات الكصكؿ البينية ىي مكزعة لمتكزيع الاحتمالي المستمر التكزيع الأسي  فيمستقمة كىذا يدؿ 

(Exponential Distribution ،) كيككف بذلؾ مقدٌـ خاصية فقداف الذاكرة الى النمكذج، كىذا يعني بأف
 التكزيع الاحتمالي لمزمف حتى الكصكؿ القادـ ىك مستقؿ عف الكصكؿ الأخير. 

يبسط  اذإف التكزيع الآسي يمعب دكران مركزيان في نظرية الطكابير، فضلبن عف ككنو كاقعيان بما فيو الكفاية، 
 تيمىيٌزه بخاصية فقداف الذاكرة. اذلأنظمة الطكابير التحميؿ الى حد كبير 

  The Service Processعمميٌة الخدمة  -2
كىنا يتـ كصؼ طريقة خدمة الكحدات التي تصؿ الى الطابكر فقد تخدـ الكحدات الكاحدة تمك الأخرل أك في 

حد أك أكثر. إذ أف الفترات مجمكعات ثابتة أك متغيرة، كما يمكف أف تخدـ ىذه الكحدات بكاسطة مقدـ خدمة كا
الزمنية التي تستغرؽ في خدمة الكحدات قد تككف ثابتة أك متغيرة، كليا تكزيع احتمالي، كتقاس عمميٌة 

الزمنية المطمكبة  مدةزمنية معينة أك بمعدؿ طكؿ ال مدةالخدمة بمعدؿ عدد الزبائف المذيف تتـ خدمتيـ خلبؿ 
ف محطة الخدمة يجب يجب أف  اذأف تككف ملبئمة لمتعامؿ مع الزبائف طالبي الخدمة،  لخدمة زبكف كاحد، كا 

الأقؿ مساكيان لمعدؿ الكصكؿ، كبخلبفو فإفٌ عدد الزبائف المنتظريف سيككف كبيران  فييككف معدٌؿ الخدمة 
 (1)جدان.

 Exponentialكمف التكزيعات الاحتمالية التي تأخذىا أكقات الخدمة كالاكثر أىمية ىما التكزيع الاسي )
Distribution( كتكزيع ايرلانج )Erlang Distribution فأنٌو إذا احتماؿ حدكث حادثة كاحدة في أثناء ،)
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ف حدكث ىذه الحادثة ىك مستقؿ عف الحكادث الأخرل، فإفٌ الزمف بيف الحكادث ىك tزمنية صغيرة  مدة ، كا 
، كالاحتماؿ بأنو سينتيي tمكزع أسيٌان، كبطريقة أخرل لمقكؿ انو إذا كاف زمف الخدمة مستمران لكحدات الزمف 

 ىك نفسو تمامان مثؿ ما إذا كاف عندما بدأ. tفي الكحدة الزمنية القادمة 
  The Queuing Disciplineالطابكر نظاـ  -3

إف نظاـ الطابكر ىك يصؼ الطريقة التي يستخدميا مقدـ الخدمة لخدمة الزبائف في الطابكر, كىناؾ أربعة 
 قكاعد لمخدمة كىي:

 FCFS (First Come –First Served)مف يأتي اكلا ييخدـ أكلا  -أ
انيا الاكثر شيكعا كيتـ خدمة  اذة لنظاـ الخدمة ىذه كتسمى ىذه بالطريقة العادلة أك المنصفة، كالأمثمة كثير 

 FIFO (First In First Out.)الزبائف تبعان لترتيب أك أكلكية كصكليـ، كيرمز ليذه الطريقة أيضا بالرمز 
 LCFS (Last Come- First Served)مف يأتي أخيران ييخدـ أكلان:  –ب 

تكدس المكاد في المخزف، كتيصرؼ مف  اذفي المخازف،  كىذا نكع مف نظاـ الخدمة نجده كاضحان في ما يحدث
فإفٌ الخدمة تتـ تبعا لمترتيب العكسي لكصكؿ  مف ثـالمخزف بعكس الترتيب الذم كضعت فيو ىذه المكاد، 

 الزبائف .
 SIRO  ((Service In Random Orderنظاـ الخدمة العشكائي  –ج 

ة اختلبؿ النظاـ في عمميٌة الكصكؿ الى مراكز تقديـ كىذه الحالة نادرة الحدكث كيمكف ملبحظتيا في حال
 الخدمة.

 (Service With Priorityنظاـ الخدمة حسب الاسبقية ) –د 
كفؽ أىمية أك دكر متميز يضعو نظاـ الخدمة  فيكفي ىذه الحالة يتـ اختيار الزبكف الذم ستقدـ لو الخدمة 

كفؽ درجة معينة مف الخطكرة كما يحدث ذلؾ في المستشفيات في الحالات الطارئة إذ أف المريض تتـ  فيأك 
 المرضى الباقيف. فيمعالجتو بأسبقية 

 ( System Capacityسعة النظاـ ) -4
 نكعيف:  في( كقد تككف سعة النظاـ The Waiting Roomكيسمى أيضان بغرفة الانتظار )

: كىنا الزبكف الذم يجد اف النظاـ مممكء عند كصكلو فأنٌو لا يستطيع الانضماـ Finiteمحدكد )نيائي(  -
 اليو فيغادره.

الممكف لمزبائف كبير نسبيػان، فأفٌ سعة النظاـ  في: إذا كاف العدد الأInfiniteغير محدكد )لا نيائي(  -
 .يفترض أف تككف غير محدكدة, كىي الفرضية الأكثر شيكعان في أنظمة الطكابير

 The Kendall Notationترقيـ كنداؿ 
يصؼ كؿ الخصائص لنظاـ الطكابير  اذ( معيار ترقيـ أك تصنيفا ىاما 1951( عاـ)Kendallاقترح كنداؿ )

  (2)الأساسية, كلترقيـ لو ستة خصائص كىي كما يأتي:
1/2/3/4/5/6 

 : تحدد طبيعة عمميٌة الكصكؿ, كتستعمؿ فييا المختصرات الآتية:1خاصية 
M: ( أكقات الكصكؿ البينيةInterarrival Times( كىي متغيرات عشكائية مستقمة كمتماثمة بالتكزيع )iid )

 كتتكزع تكزيع أسي.
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D( أكقات الكصكؿ البينية كىي :iid( كتككف ثابتة أم انيا تتكزع تكزيع قطعي كمحدد )Deterministic 
Distribution ) 

Ek ( أكقات الكصكؿ البينية كىي :iid كمكزعة تكزيع ايرلانج بمعممة الشكؿ )K  كىنا تمثؿ الأطكار الأطكار
 التي تمر بيا. 

Ck ( أكقات الكصكؿ البينية كىي :iid كمكزعة تكزيع كككسياف بمعممة الشكؿ )K. 
GI ( أكقات الكصكؿ البينية كىي :iid. كتكلدت عف طريؽ تكزيع عاـ ) 

 .1ؿ فييا المختصرات الكاردة في خاصية : تحدد طبيعة عمميٌة الخدمة, كتستعم2خاصية 
 : فإنٌيا تحدد عدد قنكات الخدمة المتكازية3خاصية 
 : فإنٌيا تصؼ أحدل قكاعد تقديـ الخدمة في الطابكر.4الخاصية 
 لمزبائف المسمكح ليـ في النظاـ. في: تحدد الحد الأ5خاصية 
 : فأنٌيا تعطي حجـ المكارد المتعمقة بالدخكؿ الى النظاـ. 6خاصية 

  Poisson Arrivalsالكصكؿ البكاسكني 
إف أغمب أنظمة الطكابير تفترض عممية الكصكؿ ىي  كصكؿ بكاسكني، كىذه الفرضية ىي تقريب جيد جدا 

 لعمميٌة الكصكؿ في الأنظمة الحقيقية كالتي تقابؿ القكاعد الآتية:
 د الزبائف في النظاـ كبير جدان.إف عد -1
أداء النظاـ صغير جدان، كبمعنى آخر، أف زبكف كاحد يستيمؾ نسبة مئكية  فيتأثير زبكف كاحد  -2

 صغيرة جدان مف مكارد النظاـ .
 كؿ الزبائف مستقمكف، أم أف قرارىـ لاستخداـ النظاـ مستقؿ عف استخدامات الآخريف.  -3

فإفٌ كؿ ىذه القكاعد أعلبه إذا لـ تكف مجتمعة، فنحف لا نستطيع افتراض بأفٌ كصكؿ الزبائف ىك  مف ثـ
 بكاسكني.

 عدد مف الفركض كالتي يمكف تكضيحيا بالصيغ الرياضية الآتية: فيكتستند نظرية الطكابير 
Ls.متكسط الكحدات طالبة الخدمة في النظاـ : 
Lqفي الطابكر. : متكسط عدد الكحدات طالبة الخدمة 
Ws.متكسط الزمف المستغرؽ في النظاـ : 
Wqمتكسط الزمف المستغرؽ في الطابكر : 
)معدؿ الكصكؿ )عبارة عف عدد الكحدات الخارجة الى النظاـ في كحدة الزمف : 
 فرض انيا تمقٌت الخدمة المقررة  في: معدؿ أداء الخدمة )عبارة عف عدد الكحدات الخارجة مف النظاـ

 ليا في كحدة الزمف(.
 ىي نسبة الاستخداـ أك معدؿ الكصكؿ لمكحدات في كحدة الزمف الى معدؿ اداء الخدمة في كحدة :

 الزمف.
nمدةنظاـ في ال: عبارة عف عدد الكحدات في ال t  أياـ  –)كتككف مقاسة بكحدات الزمف مثؿ: ساعات– 

 أشير .......الخ(
t :زمنية صغيرة جدا  مدة 

Pn(t)  احتماؿ كجكد :n  مف الكحدات في النظاـ مف الزمفt  
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 (Exponential Distributionالتكزيع الأسٌي )
الأسي كىك مف عائمة التكزيعػات الاحتمالية المستمرة، إذ يصؼ الزمف في النظرية الإحصائية يككف التكزيع 
(، بمعنى أف العممية التي تحدث فييا الحكادث Poisson Processبيف الحكادث في العممية البكاسكنيػة )
(، كما نلبحظ أف العائمة الأسية لمتكزيعات Constant average rateبشكؿ مستمر كمستقؿ بنسبة ثابتة )

ع كبير لتكزيعات الاحتمالية التي تتضمف التكزيع الأسي ككاحد مف أعضائيا، فضلبن عف التكزيع ىي نك 
 الطبيعي، كتكزيع كاما كتكزيع بكاسكف كغيرىـ مف التكزيعات. 

 ( لمتكزيع الأسي ىي: pdfإف دالة الكثافة الاحتمالية )
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ف التكزيع متمثٌؿ Parameter rateكىي معممة التكزيع كعادة تسمى بمعممة النسبة ) 0أف  اذ (، كا 
 مدةال في ,0. 

 ( فيي: cdfأمٌا دالة التكزيع التجميعية )
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  Propertiesالخصائص 
 ىي:  كالذم يتكزع تكزيعان أسٌيان بمعممة النسبة  xإف المتكسط أك القيمة المتكقعة لممتغير العشكائي 

 


1
XE  

 أما التبايف فيك: 
 

2

1


XVar  

 كالكسيط ىك: 
   XE

Ln
Xm 



2  

 كما يمتمؾ التكزيع الأسي دالة معكلية كىي: 

x

x

exR

dxe

dxxf

xFxR
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 Estimation Methodsطرائؽ التقدير  
افتراض بأف المعممة المراد تقديرىا ىي ثابتة،  فيىنا سيتـ تناكؿ عدد مف الطرائؽ التقديرية التي تعتمد 

 كتسمى ىذه الطرائؽ بالطرائؽ التقميدية )الكلبسيكية(، كمف ىذه الطرائؽ التي يتـ تناكليا في ىذا المبحث ما 
 يأتي:
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 Maximum Likelihood Methodطريقة الإمكاف الأعظـ  -1
تعد طريقة الإمكاف الأعظـ إحدل أىـ طرائؽ التقدير، كمف كجية نظر إحصائية تعد طريقة الإمكاف    

الأعظـ أكثر قكة )مع بعض الاستثناءات( كالمقدرات الناتجة تككف بخصائص إحصائية جيٌدة، كبعبارة أخرل، 
اع مختمفة مف البيانات، فضلبن عف ذلؾ فإنٌيا تكفٌر معظـ النماذج كأنك  فيفإنٌيا متعددة الاستخداـ كتطبٌؽ 

كسائؿ فعٌالة لقياس عدـ اليقيف )عدـ التأكٌد( مف خلبؿ حدكد الثقة. إف مبدأ طريقة الإمكاف الأعظـ يكمف في 
إيجاد تقدير 

^

  لممعممة ( الذم يجعؿ مف دالة الإمكافLikelihood Function ،في نيايتيا العظمى )
فإذا كاف 

^

  دالة بدلالة قياسات العينة التي تجعؿL  في نيايتيا العظمى عندئذ يقاؿ أف
^

 ىك مقدر الإمكاف
، كىذا يعني أف الأعظـ إلى المعممة 

^

  خلبؿ حؿ المعادلة التفاضمية: ناتج مف 
0







L  

0بشرط أف:                                 
2

2








L 

 L>0، إذ أف Log Lكبيدؼ السيكلة في إجراء عمميات التفاضؿ أعلبه فإنٌو غالبان ما يتـ التعامؿ مع 
 فإف: 

0






LogL 0     مكافئة إلى    






L  

 كىذا يعني أف: 
0*

1
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LogL  

التكزيعات متعددة المتغيرات كالتكزيعات ذات المتغير  فيعممان بأف مبدأ ىذه الطريقة يمكف تطبيقو 
 الكاحد. 

 دالة الإمكاف:  فيكلتقدير معممة التكزيع الأسي بيذه الطريقة، فإنٌو أكلان نحصؿ 
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 كيأخذ المكغاريتـ الطبيعي لكلب الجانبيف: 
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 فيكمف ثـ نحصؿ 


LnL  :كنجعميا مساكية إلى الصفر 
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 White's Methodطريقة كايت  -2
ف تطبيؽ ىذه الطريقة يعتمد  فيتعتمد ىذه الطريقة كبصكرة أساسية  صياغة نمكذج انحدار خطي بسيط، كا 

دالة المعكٌلية لمتكزيع المراد تقدير معمماتو، كمف خصائص ىذه الطريقة إمكانية استخداـ مقدٌراتيا بصفتيا  في
 مقدرات أكلية لطرائؽ تقدير أخرل. 

 نأخذ دالة المعكلية كىي:  كلتقدير معممة التكزيع الأسي،
xexR )(  

 : فيكبأخذ المكغاريتـ الطبيعي لكلب الجانبيف نحصؿ 
xxRLn )(  

كبتشبيو الصيغة أعلبه بنمكذج انحدار خطي بسيط، كبما أف التكزيع ىك ذك معممة كاحدة، فإف معادلة 
 الانحدار تصبح: 

bxY   
 أف:  اذ

b

b

xLnRY











)(

 

 مف الصيغة الآتية:  bكيمكف أف يككف المقدر 

22
)(







xixin

xixixiyin
b  

 M/M/Iمقاييس الاداء لنظاـ 
ىنا مف الضركرم أف يككف معدٌؿ متكسط الخدمة أكبر مف معدٌؿ الكصكؿ أم )  كىك أحد ،)

 الفركض المصاحبة ليذا النظاـ. 
 نفترض بأفٌ: 

  .متكسط عدد العامميف في كحدة الزمف = 
  الخدمة في كحدة الزمف.  في= متكسط عدد الحاصميف 

 كفيما يمي معادلات مقاييس الأداء ليذا النظاـ: 
 متكسط الاستخداـ في النظاـ.  -1




   

 متكسط عدد الزبائف الذيف ينتظركف في الصؼ لتمقٌي الخدمة.  -2

)(

2






qL  

 متكسط عدد الزبائف في النظاـ.  -3
 qs LL  

 متكسط الزمف الذم يقضيو الزبكف في الانتظار في الصؼ لتمقي الخدمة.  -4
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q

q

L
W  

 متكسط الزمف الذم يقضيو الزبكف في النظاـ )سكاء في الطابكر أك في أثناء تمقي الخدمة(.  -5



1
 qs WW  

 الجانب التطبيقي
 ما المحاكاة؟

إف أسمكب المحاكاة ييعطي معمكمات مفيدة عف الكاقع الحالي الذم يقمده، فضلبن عف تكرار التجربة، إذ أف 
المدخلبت المتغيرة في كؿ مرٌة تيعطي شرحان كافيان لطبيعة العممية الرياضية المستخدمة، كعميو فإف مركنة 

جراء التعديلبت مف أجؿ استثمار الكقت التجريب  فيعممية المحاكاة في دراسة مسائؿ مختمفة تعطي القدرة  كا 
 كالماؿ كالجيكد المبذكلة. 

 فيإف مف فكائد المحاكاة ىي العشكائية، كتككف الفائدة العًممية مف ىذه العممية ىي أننا نستطيع الحصكؿ 
 متغيرات عشكائية مف أم تكزيع إحصائي كذلؾ باستخداـ كسائؿ رياضية لتحكيؿ ىذه الأرقاـ العشكائية إلى

 متغيرات عشكائية مف التكزيع الإحصائي قيد الدراسة. 
( كالتي تستخدـ Monte Carloكمف أىـ طرائؽ المحاكاة كأكثرىا شيكعان في التحميؿ ىي طريقة مكنت كارلك )

في تكليد مشاىدات لمعظـ التكزيعات الاحتمالية المعركفة، كما أنٌيا تأخذ عددان كبيران مف العيٌنات التي ييفترض 
 . (4)تككف فييا المشاىدات مستقمة، ككذلؾ تيعني ىذه الطريقة بتقميؿ التبايفأف 

 تكليد الأعداد العشكائية
 إف آلية طريقة مكنت كارلك ىي كالآتي: 

( مف خلبؿ استخداـ 0,1) مدةال فيتكليد الأعداد العشكائية التي تتبع التكزيع المنتظـ المستمر  -1
 لنمكذج. دالٌة الكثافة التجميعية التي تصؼ ا

ٌـ تكليده  -2 استخداـ أسمكب رياضي إحصائي كبطريقة معيٌنة لتحكيؿ العدد العشكائي المنتظـ الذم ت
 المتغير العشكائي الذم يصؼ النمكذج كيتٌبع تكزيعان إحصائيٌان معيٌنان.  فيلمحصكؿ 

 كسيتـ اعتماد طريقة المعككس لسيكلتيا ككفاءتيا، ككالآتي: 
 F(x)R            

(R)Fx -1          
 ( يمثؿ المتغير العشكائي المنتظـ، كيتكلد باستخداـ الحاسكب مف خلبؿ الدالة الآتية: Rإذ أف )

R=RND           
 (3)صياغة نمكذج المحاكاة

نظمة أربعة مراحؿ ميمة كأساسية في تقدير معممة تكزيع زمف الخدمة لأ  فيتعتمد صياغة نمكذج المحاكاة 
 صفكؼ الإنتظار )التكزيع الأسي(، ككذلؾ لتقدير مقاييس لأداء ليذه الانظمة، ككما يأتي: 

 المرحمة الأكلى: )مرحمة تعييف القيـ الافتراضية(
تيعد ىذه المرحمة مف المراحؿ الميمة كالأساسية التي تعتمد عمييا المراحؿ اللبحقة، إذ يتـ تعييف القيـ 

 ككالآتي:  الافتراضية )الحقيقية(،
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 (nأكلان: تحديد حجـ العينة )
ٌـ اختيار حجكـ مختمفة لمعينة كبشكؿ يتناسب مع معرفة مدل تأثير حجـ العينة  دقٌة ككفاءة النتائج  فيت

 ,n= 50, 100المستحصمة مف طرائؽ التقدير المستخدمة في ىذا البحث، فتٌـ اختيار ثلبثة حجكـ كىي )
150 .) 

 (المعممة )ثانيان: تحديد قيـ 
ٌـ تعييف قيـ افتراضية لمعممتي التكزيع الأسٌي كتكزيع ريمي، إذ أيخًذىت لمعممة القياس لمتكزيع الأسٌي  ت

 (5.1,1,5.0ثلبث قيـ كىي )
 (Lثالثان: تحديد حجـ تكرار العينات)

ٌـ اختيار حجـ تكرار ىذه التجارب مساكيان إلى )  ( مرٌة لكؿ تجربة. L=1000ت
 (رابعان: تحديد قيـ الثكابت )

ٌـ اختيار قيمة معدؿ الكصكؿ لأنظمة الطكابير ) بالنسبة لقيـ الثكابت الكاردة في الجانب النظرم، فقد ت
23.0) 

 المرحمة الثانية: )مرحمة تكليد البيانات(
عشكائية تتبع التكزيع الأسي ذك المعممة الكاحدة ، تـ استخداـ طريقة التحكيؿ المعككس لتكليد بيانات 

 كذلؾ بتعكيض صيغة الدالة التجميعية لمتكزيع في الصيغة ادناه، كفيما يمي اشتقاؽ تكليد ىذه البيانات:
F(x)R   

 كبالنسبة لمتكزيع الأسي فإنٌو:
x-1R e  

Re 1x-  
 : فيكبأخذ المكغاريتـ الطبيعي لطرفي المعادلة نحصؿ 

)1ln( Rx   



)1ln( R
X


           

 كمف خلبؿ الصيغة أعلبه يتـ تكليد بيانات تتبع )التكزيع الأسي(. 
 المرحمة الثالثة: )مرحمة إيجاد المقدرات(

( كتقدير مقاييس الأداء لو، M/M/1معممة تكزيع زمف الخدمة لنظاـ الطكابير )يتـ في ىذه المرحمة تقدير 
 كذلؾ مف خلبؿ طرائؽ التقدير المبينة في الجانب النظرم.

 المرحمة الرابعة: )مرحمة المقارنة(
 بعد إيجاد المقدرات يتـ مقارنتيا مع بعضيا باستخداـ المقياس الاحصائي كىك: 

 Mean Squared Errorمتكسط مربعات الخطأ  -1

L
MSE

L

i

i




 1

2
^

^
)(

)(
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 أف: اذ
L( تمثؿ عدد التكرارات :Replication لكؿ تجربة )i=1,2,….L 

i

^

.مقدٌر معممة التكزيع كحسب الأسمكب المستخدـ في التقدير : 
 برنامج المحاكاة

نتائج المحاكاة كالمتمثمة بقيـ  في(، إذ استحصؿ منو Minitabبمغة ) افلقد تـ إعداد برنامج مف قبؿ الباحث
 (.M/M/1المقاييس الإحصائية لمقدر معممة تكزيع زمف الخدمة في نظاـ الطكابير )

 تحميؿ نتائج تجارب المحاكاة
يتـ ىنا عرض نتائج تجارب المحاكاة كتحميميا لإيجاد أفضؿ مقدر لمعممة تكزيع زمف الخدمة في نظاـ 

كمقاييس الأداء ليا كالمشار إلييا سابقان في الجانب النظرم كفيما يمي النتائج المكضحة في الطكابير 
 الجداكؿ.

 (1جدول )
نات وبعدد مكررات  ٌّ قٌم معلمة القٌاس للتوزٌع الأسًّ حسب طرائق التقدٌر المستخدمة وبحسب حجوم الع

(L=1000) 

N Parameter MLE White 

50 

0.5 1.95372 0.50621 

1 1.00946 1.0021 

1.5 0.66399 1.5009 

100 

0.5 1.96379 0.50031 

1 1.00659 1.00197 

1.5 0.670117 1.5002 

150 

0.5 1.98692 0.50004 

1 1.00531 1.00081 

1.5 0.669556 1.500 

 ( نلبحظ ما يأتي: 1مف خلبؿ النتائج المبينة في الجدكؿ )
الطرائؽ الأخرل عند جميع حجكـ العيٌنات مف  في% 100( كبنسبة Whiteكانت أفضمية طريقة ) -1

 خلبؿ اقتراب القيـ التقريبية لمعممة القياس في التكزيع الأسٌي إلى القيـ الافتراضية ليا. 
 (. 2كيمكف تمخيص عدد مرات الأفضمية لطرائؽ التقدير كما في الجدكؿ )

 (2جدكؿ )
 يٍ خلال الزشاة انمًٛخ انزمذٚشٚخ يٍ انمًٛخ الافزشاضٛخش نًؼهًخ انمٛبط نهزٕصٚغ الأعّٙ أفضهٛخ طشائك انزمذٚ

 طرائؽ التقدير عدد مرات الأفضمية
15 White 
0 MLE 
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فٙ رمذٚش يؼهًخ رٕصٚغ ( MLE( ٔرنك ثسغت طشٚمخ )M/M/1لٛى يمبٚٛظ الاداء نُظبو طٕاثٛش )(3جدكؿ )

 صيٍ انخذيخ )انزٕصٚغ الأعّٙ(
N Parameter ρ Lq Ls Wq Ws 

50 

0.5 0.11772 0.01571 0.13343 0.068296 0.58014 

1 0.22784 0.06723 0.29507 0.29231 1.28293 

1.5 0.34638 0.18357 0.52995 0.79813 2.30416 

100 

0.5 0.11712 0.01553 0.13265 0.06755 0.57677 

1 0.22849 0.06767 0.29616 0.29423 1.28769 

1.5 0.34322 0.17936 0.52258 0.77985 2.27212 

150 

0.5 0.115757 0.0151539 0.130911 0.0658867 0.569179 

1 0.228786 0.0678707 0.296656 0.295090 1.28981 

1.5 0.343511 0.179744 0.523255 0.781495 2.27502 

فٙ رمذٚش يؼهًخ رٕصٚغ صيٍ ( White( ٔرنك ثسغت طشٚمخ )M/M/1) لٛى يمبٚٛظ الاداء نُظبو طٕاثٛش(4جدكؿ )

 انخذيخ )انزٕصٚغ الأعّٙ(

N Parameter ρ Lq Ls Wq Ws 

 
0.5 0.4543 0.37834 0.83264 1.64495 3.62041 

50 
1 0.22952 0.06871 0.29823 0.29873 1.29663 

 
1.5 0.15324 0.02773 0.18097 0.12056 0.78682 

 
0.5 0.45971 0.39116 0.85087 1.70069 3.69945 

100 
1 0.22754 0.06739 0.29593 0.29420 1.28537 

 
1.5 0.15331 0.01776 0.18107 0.120695 0.78726 

 
0.5 0.45996 0.39176 0.85172 1.703304 3.70314 

150 
1 0.22981 0.06857 0.29838 0.29813 1.29732 

 
1.5 0.15333 0.02777 0.1811 0.12073 0.78739 

 ( نلبحظ ما يأتي: 4( ك)3مف خلبؿ النتائج المبينة في الجدكليف )
 Whiteقد أعطت مقاييس أداء أفضؿ مف طريقة  MLEتككف طريقة  N=50عند حجـ العينة  -1

 (.كلجميع القيـ الافتراضية لممعممة )
 MLEقد أعطت مقاييس أداء أفضؿ مف طريقة  White( تككف طريقة n=100عند حجـ العينة ) -2

 (.5.1,1كلمقيـ الافتراضية )
 Whiteقد أعطت مقاييس أداء أفضؿ مف طريقة  MLE( تككف طريقة n=150عند حجـ العينة ) -3

 (.1,5.0كلمقيـ الافتراضية )
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  Conclusionالاستنتاجات 

 .M/M/1تقدير مقاييس الأداء بالنسبة لنظاـ الطكابير  فيىناؾ تأثير لطرائؽ التقدير  -1

( كانت ىي الأفضؿ كذلؾ حسب نظاـ الطكابير Whiteإف مقاييس الأداء كبحسب طريقة ) -2
(M/M/1 .) 

باستخداـ المقياس الإحصائي متكسط  Whiteمف خلبؿ تجارب المحاكاة تبيٌف أفضمية طريقة  -3
 (.MSE) مربعات الخطأ

 التكصيات
النمذجة الأمثمية في تكسيع استخداـ طرائؽ التقدير التقميدية كالبيزية لنماذج الطكابير لمعرفة تأثيرىا  -1

 مف خلبؿ بناء تجارب المحاكاة. 
ضركرة الاىتماـ بزيادة حجـ العينة في الجكانب التجريبية كالتطبيقية، لأفٌ بزيادتيا تتناقص قيـ  -2

 تعطي نتائج أفضؿ ما يمكف. المقاييس الإحصائية ك 
 ( مف أىـ المقاييس الإحصائية لممفاضمة بيف طرائؽ التقدير. MSEيعد مقياس ) -3
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